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Un capteur est un équipement peu cher, de petite taille (quelques centimétres) dotés de fone-
tions rudimentaires comme la mesure de la température, de pression, d’humidité, etc. et ’envoi des
données réguliérement & un serveur de collecte. Il existe maintenant des capteurs sans fil a récupé-
ration d’énergie. La batterie est alimentée par des cellules solaires forcément petites donc 1’énergie
est comptée pour chacune des opérations effectuées par un capteur.

On se focalise ici sur I'envoi des paquets par un capteur. L’énergie est comptée en « paquets
d’énergie » (PE) : il faut un PE pour envoyer un paquet de données (PD). L’état d’un capteur est
donc caractérisé par le couple constitué de son nombre de PD en attente et de son nombre de PE
en stock.

Dans un premier temps, on considére que le temps d’émission du paquet (quelques micro-
secondes) est négligeable devant le temps de recharge de la batterie (de 'ordre de la seconde).
On ne peut avoir alors que des états de la forme :

— un nombre nul de PE et un nombre positif ou nul de PD en attente,

— un nombre nul de PD et un nombre positif ou nul de PE en stock.

En effet, si on a n PD et m PE, 'hypothése de transmission immeédiate implique que I’on se retrouve
instantanément en (n — m,0) ou (0,m — n), selon que n > m ou le contraire. La batterie a une
capacité de stockage limitée & E et le buffer de paquets a une taille de D. L’espace d’états est donc

E={(n,m)e{0,---,D} x{0,--- ,E}, n=0oum=0}
- {(o,m), m e {0, ,E}} X {(n,o),ne (0, ,D}}.

On définit donc le processus X = ((Xl(t), Xsa(t)), t > 0) a valeurs dans £ ou
— X (¢) est le nombre de PD en attente,

— X5 (t) est le nombre de PE en stock.

Les arrivées de PD & transmettre se font selon un processus de Poisson d’intensité A\; et la
« moisson » des paquets d’énergie se fait selon un Poisson d’intensité A..

Pour compliquer le tout, il y a des fuites d’énergie : aux instants d’arrivée d’un processus de
Poisson d’intensité u, indépendant de tout le reste, on perd un PE s’il y en a au moins un en stock.



On suppose pour l'instant que E et D sont finis.

1. Ecrire les taux de transition du processus X.
2. Est-ce que X1, respectivement X5, est un processus de Markov 7

3. Pourquoi X a t’il une probabilité stationnaire unique ?

On note 7 cette probabilité stationnaire. On pose

p= )\d//\e et 0 = /\e/(/\d+M)-

W

. Exprimer m(n,0) en fonction de 7(0,0). Méme question pour 7(0,m).

ot

. Quelle est 1'équation satisfaite par (0, 0) ?

(=)

. Quelle est la condition de stabilité si F est fini et D = 4007

7. A quelle condition le systéme est stable si D et E sont infinis ? Calculer 7(0,0) dans ce cas.

oo

. Que se passe-t-ilsi uy=0et E=D =+00?

On suppose dorénavant que £ = D = 400, que u > 0 et que la condition de stabilité est satisfaite.
Pour une file M/M/1 de paramétres o (pour les arrivées) et B (pour les services), on appelle
throughput, « le débit utile de sortie a ’état stationnaire »,

T=> (1-p)p" B otp=a/p.
n=1

On commence la somme a n = 1 puisqu’il n’y pas de sortie quand il n’y a pas de clients dans le
systeme. Au final, cela vaut pf = «.
Pour notre modéle on définit les quantités :

oo (o] (o]
T = Z ﬂ-(nv O)Aea IPES Z 7T(7’L, O)Ada T3 = Z 7T(O7m)/\e
n=1 n=1 m=1
Ty = m(0,m)Aa, T = > w(0,m)(Aa+ p).
m=1 m=1
9. Trouver la bonne combinaison de variables choisies parmi 71, --- , 75 qui donne le thoughput

de notre modéle. Calculer T'.

10. Est-ce que ce résultat était prévisible par un raisonnement qualitatif a priori?



11. Quelle est la probabilité de 'ensemble A = {(n,m) € &, m > 0}?

12. En déduire le pourcentage de paquets qui sont immédiatement émis.

Le capteur vieillissant, les fuites d’énergie sont de plus en plus importantes, ce que ’on représente
en disant que p tend vers 'infini.

13. Que deviennent le throughput et la probabilité d’émission immédiate dans ce cas?

14. Quel modéle simple du systéme peut faire 'ingénieur pressé quand p est arbitrairement grand ?

On suppose maintenant que la batterie est toujours en bon état donc p > 0 est fixé. Mais les cellules
solaires sont obscurcies par des poussiéres et ne fonctionnent donc pas & plein rendement.

15. Quel paramétre est affecté et de quelle maniére 7 Que se passe-t-il dans les cas extrémes ?

On suppose ¢ = 0, D = E = 2 mais la transmission n’est plus immédiate. On considére que le
temps d’émission d’un paquet suit une loi exponentielle de paramétre 7.

16. Comment modifier le modéle pour prendre en compte cette nouvelle hypothése ?

17. Ecrire les taux de transition et les équations de balance.

FIN DU PROBLEME



Corrigé

1) Les transitions sont de la forme

— (n,0) — (n+1,0) au taux A\g 1,<p (arrivée d’'un PD sans PE en stock),
— (n,0) — (n — 1,0) au taux A (arrivée d'un PE),
— (0,m) — (0,m + 1) au taux A.l,,<p (arrivée d’'un PE sans PD en attente),

— (0,m) — (0,m — 1) au taux pl,,>o0 + Ag (arrivée d’'un PD ou fuite d’'un PE).

2) Non, quand X; atteint 0, son temps de sé¢jour n’est pas exponentiel : il y reste tant que Xo n’est
pas revenu a 0.

3) Irréductible + espace d’états fini.

4) Par récurrence,
On montre de la méme maniére que

5) L’équation de normalisation est

D E
7(0,0) <1+Zp"+ > 0m> =1
n=1 m=1
6) Pour que la série soit sommable, il faut que Ag < Ac.
7) Quand D = 400, il faut aussi que A < Ag + p. Au final, cela donne
Ad < Ae < Ag + p.
On doit avoir . .
7(0,0) <1—|—an+ > 9’”) =1
n=1 m=1
soit

P 0
14—+ — ) =1.
7r(0,0)< +1p+19>

Donc a )(1 6)
—p)(1 -
00 =TT



8) Si u =0, le systéme ne peut pas étre stable, soit le nombre de PD tend vers U'infini, soit c’est le
nombre de PE, suivant que Ay > A, ou le contraire.

9) OnaT =T, 4+ Ty. Soit

e S S
n=1 m=1

1—p6

1
1—pb
= A\g-

{1-0+(1—p)f} A

10) Le systéme est sans perte (tant que le buffer est de taille infinie). A I’équilibre, ce qui rentre
égale ce qui sort soit Ag.

11) C’est simplement

= 1—p Ae =X B
0,0 o = 0= .
m( ); 1—pb Ad+ 1 Ag+p

12) Pour qu’un paquet soit immédiatement émis, il doit trouver de ’énergie en stock donc que I'état
du systéme soit dans A au moment de son arrivée. D’aprés PASTA, le pourcentage de clients qui
arrivent & un tel moment est égal a la probabilité de cet ensemble, soit le calcul de la question 11.

13) Le throughput ne dépend pas de p, la probabilité d’émission immédiate tend vers 0 car § — 0.

14) Dauns ce cas, les PE ne sont jamais stockés puisqu’ils disparaissent quasi instantanément. On se
retrouve avec une seule composante, le nombre de paquets en attente. On a donc une M/M/1 de
parameétre Ay et A.. On remarque d’ailleurs que

L (1=p(A-0)
glg(l) 1—pd =l=r
qui est bien la constante de normalisation de la M/M/1.

15) C’est A, qui tend vers 0. Si )\ est inchangé, le systéme devient instable car la premiére condition
de stabilité n’est pas satisfaite.



